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Sazetak: U radu su opisane distribucije viSeg reda za procjenu izvoda faze
nestacionarnih signala. Definicije predloZenih distribucija zasnovane su na
konceptima kompleksne analize i diskretizacije Cauchy-jeve integralne formule.
Estimirani su prvi, drugi i treéi izvod faze. Definisane su opste forme distribucija N-
tog reda za estimaciju pomenutih izvoda faze, a date su i L-forme ovih distribucija,
koje obezbjeduju poboljSanje rezultata standardnih distribucija ne poveéavajuéi red
distribucije, odnosno broj tac¢aka integracije. Teorijska razmatranja ilustrovana su na
primjerima signala sa brzo-promjenljivom faznom funkcijom.

1. UVOD

Tokom protekle dvije decenije vremensko-frekvencijska analiza signala je intenzivno
primjenjivana u mnogim aplikacijama koje podrazumijevaju koriS¢enje izrazito
nestacionarnih signala, kao Sto su biomedicinski signali, radari, sonari, signali u
komunikacionim sistemima, multimedijalnim sistemima i sli¢no. U zavisnosti od prirode
samih signala i njihove faze, predloZene su brojne forme vremensko-frekvencijskih
distribucija: linearne (spektrogram), kvadratne (Wigner-ova distribucija, distribucije iz
Cohen-ove klase, S-metod) [1], [2], zatim distribucije viSeg reda medu kojima su
najznacajnije polinomijalne i distribucije sa kompleksnim argumentom vremena [3], [4].
Vremensko-frekvencijske distribucije sa kompleksnim vremenskim argumentom su
uvedene da bi se obezbijedila efikasna analiza signala sa brzo-promjenljivom trenutnom
frekvencijom. Naime, jedna od poZeljnih osobina koju bi trebalo da posjeduje vremensko-
frekvencijska distribucija je dobra rezolucija, odnosno dobra koncentracija signala u
vremensko-frekvencijskom domenu. Medutim, usljed brzih varijacija faze signala, ve¢ina
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vremensko-frekvencijskih distribucija ne uspijeva da obezbijedi dobru koncentraciju, usljed
Cega nastaju znacajne greSke pri procjeni prvog i visih izvoda faze nestacionarnih signala.
Stoga ¢e u nastavku biti razmatran pristup koji definiSe visoko koncentrisane distribucije i
time obezbjeduje tacnost pri procjeni visih izvoda faze signala. Ovaj pristup je inspirisan
konceptima kompleksne analize i teorije kompleksnih funkcija [5]. Analogija sa pomenutim
konceptima iskoriS¢ena je za definisanje opstih i specifi¢nih formi distribucija za procjenu
prvog, drugog i tre¢eg izvoda faze signala.

Rad je struktuiran na sljede¢i nacin. Drugo poglavlje sadrZzi osnovne koncepte
kompleksne analize i definiciju Cauchy-jeve integralne formule. Trece, Cetvrto i peto
poglavlje opisuju estimaciju prvog, drugog i tre¢eg izvoda, respektivno. Pri estimaciji
izvoda faze koriS¢ene su distribucije drugog i ¢etvrtog reda. Definisane su generalne forme
distribucija N-tog reda, kao i L-forme tih distribucija. Na kraju poglavlja dati su
eksperimentalni rezultati estimacije izvoda faze koriS¢enjem predlozZenih pristupa.

2. CAUCHY-JEVA INTEGRALNA FORMULA

Polaze¢i od osnova kompleksne analize, svaka holomorfna funkcija f(z), definisana na
zatvorenom disku D = {z: |z — z,| < r}, moZe biti u potpunosti odredena na osnovu svojih
vrijednosti na grani¢noj kruznici € diska D, prema formuli:

f()
f()_zm 0

Proizvoljni izvod posmatrane funkcije se moZe dobiti integracijom po kruZznici C:

p f(2)
PO = 5§ L e

Kako bi uspostavili odredenu analogiju izmedu kompleksnih funkcija i signala koje
koristimo u realnim aplikacijama, umjesto funkcije f(z) posmatracemo fazu signala
x(t) = re’®®, kao i izvode faze koji odgovaraju trenutnoj frekvenciji signala, brzini
promjene trenutne frekvencije, itd. Ako pretpostavimo da je kruZznica centrirana u
odredenom trenutku t i da je z = t + te’/%, pri emu je T polupre¢nik kruznice, a 8€[0,27],
tada se proizvoljni K-ti izvod faze signala moZe definisati na sljede¢i nacin:

2

K! [ ; ;
pUOt) = mf o(t +7el?) e/ 0dp. )
0

U nastavku ¢e biti razmatrani pojedinacni slu€ajevi procjene prvog, drugog i tre¢eg izvoda
faze.
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3. ESTIMACIJA PRVOG IZVODA FAZE

Prvi izvod faze signala predstavlja trenutnu frekvenciju. Na osnovu relacije (3), za
vrijednost parametra K=1 moZe se definisati prvi izvod faze signala u obliku [5]:

1 (2= . .
") =5— t+7el?) e 1%dg.
0O =g || ot re)e @

Diskretizacijom prethodne relacije u N tacaka dobijamo da je:

N-1
(p’(t)T — (p(t_l_%ejznk/N)e—jZT[k/N_
k=0

)

Relacija (5) predstavlja fazu momenta signala sa kompleksnim vremenskim argumentom
[5]. Moment signala M(t,t) ¢ija faza ima oblik definisan prethodnom relacijom mozZe se
zapisati kao:

N-1 3
— e_% T [zmk
men =] [ G*ﬁe”) ©)

k=0

Primjenom Fourier-ove transformacije na moment signala M(t,7) dobija se opsti oblik
vremensko-frekvencijske distribucije za procjenu trenutne frekvencije.

3.1 DISTRIBUCIJE DRUGOG REDA ZA PROCJENU PRVOG IZVODA FAZE

Posmatrajmo prvo najjednostavniji slucaj dvije tacke na krugu (diskretizacija u dvije
tacke), koje se u op$tem obliku mogu zapisati: T/(2(a + jb)) i —t/(2(a + jb)) [5], [7]. Za
dvije posmatrane tacke, funkcija momenta signala se definise kao:

1

. . . T
— sign(i)(a+jb)
M) il:_llx <t + 2sign(i)(a +jb))'

i#0

)

U skladu sa prethodnom relacijom, opSta forma vremensko-frekvencijske distribucije
drugog reda za estimaciju prvog izvoda se definiSe kao:
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1
© o . T .
CTDg-,(t, w) =J | |xSLgn(L)(a+jb) t+ o) e /¥
N=2 ot L ( 2sign(i)(a +]b)) 8)

i#0
Analizirajmo sada fazu momenta M (¢, 7). Razvojem u Taylor-ov red faza dobija oblik:

3 5

5 T
000 st

T

_r + (ﬂ(ﬂ;_,_ -9
223!(a+jb)? ¢

ou(t, D) = ¢' O+ 9P ©®) 257atj)°
Prilikom estimacije prvog izvoda faze, od interesa je samo prvi ¢lan razvoja, dok ostali
dovode do rasipanja koncentracije vremensko-frekvencijske distribucije, te uzrokuju greske
estimacije trenutne frekvencije. Svi ¢lanovi sa izvodima faze koji su razliciti od Zeljenog
izvoda nazivaju se jednim imenom faktor rasipanja koncentracije. Izbor i broj tacaka za
diskretizovanu realizaciju distribucije direktno uti¢e na koncentraciju.

U cilju postizanja zadovoljavaju¢e koncentracije u vremensko-frekvencijskom domenu
posmatrano je nekoliko karakteristicnih slucajeva izbora tacaka. Napomenimo da je za
uklanjanje parnih izvoda faze pri estimaciji neparnih izvoda neophodno obezbijediti da su
tacke simetri¢ne u odnosu na centar kruznice (trenutak f).

1. Uzimajuéi (a,b)=(1,0) razmatramo uticaj taaka 7/2 i —7/2, koje pripadaju jedini¢nom
krugu (Slika 1a). Ovaj slucaj odgovara dobro poznatoj Wigner-ovoj distrbuciji ¢iji se

moment signala definiSe u obliku M(¢t,7) = x (t + %) x~ ! (t - g), dok je faza momenta:

3 5 7
ou(t,1) = @' O+ PO 75 + 0P O 5im + 0P (O 5 + - (10)

Primijetimo da na taCnost procjene prvog izvoda faze uti¢u svi visi neparni izvodi, koji
mogu da uzrokuju rasipanje koncentracije oko prvog izvoda, a time i greske estimacije
trenutne frekvencije. Ovo naroCito vaZi za signale sa brzo promjenljivom faznom
funkcijom.

2. Posmatrajmo tacke na imaginarnoj osi: jt/2 i —jr/2 (Slika la). Funkcija momenta
signala se u ovom sluc¢aju moZe definisati kao:

1

_ jsign(® T )
M) Hx <t+ 2jsign()))’ an
i£0

Faza ove funkcije sadrZi iste izvode kao u slucaju Wigner-ove distribucije, te odgovarajuca
distribucija realizovana u tackama jt/2 i —jt/2 obezbjeduje i sli¢nu efikasnost pri
procjeni trenutne frekvencije:
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7

ou(t,T) = ' (DT — 9 (t) oo +qo(5’(t) ¢(7’(t)267, o (12)

223! 245!

3. Znacajno poboljSanje koncentracije je moguce posti¢i ukoliko se koriste tacke na
jedini¢nom krugu ¢iji je raspored dat na Slici 1b. Razvojem faze momenta signala u Taylor-
ov red dobija se sljedeci izraz:

(pM(t: T) - (t)T —]<P(3)(f) 223 (5)(t) +](P(7) (t) 257, . (13)

Primijetimo da c¢lanovi Ciji se red moze zapisati kao 4n—1(n =1,2,..) sadrze
kompleksnu promjenljivu j za razliku od ostalih ¢lanova, te se uvodi modifikacija momenta
signala [7]:

Me(t,T) = elangle(M(t:D) > (14)

kojom se uklanja uticaj ovih izvoda faze.

a) b) <)

Slika 1. Tlustracija ta¢aka na kruznici u okolini vremenskog trenutka t
3.2 DISTRIBUCLJE IV REDA ZA PROCJENU PRVOG IZVODA FAZE
Preciznost procjene trenutne frekvencije, moZe se poboljSati koriS¢enjem veceg broja

tacaka, ¢ime se povecava red distribucije. Vremensko-frekvencijska distribucija sa dva para
simetri¢nih tacaka na jedini¢nom krugu se definiSe kao:

2

CTDL_,(t, ) = j 1_[ xSign(®(ag+jby) (t +-— . r _ )e‘j“”d‘r,
—eo 3 4sign(i)(a; +jb;) (15)
i#0

gdje je a_,=a,, b_,=b,, a_; =a,, b_y =b;. U ovom slucaju opsti oblik faze
momenta signala dat je sljede¢om relacijom:
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3
ou(tD) = 'O+ 2090 = [ —— ]

433] [(a1 + jby)? * (ay + jby)?

+2 <5>(t)i[ ! + ! ]+
w51 ey +jbD* T (ag + jb)*

(16)

Clanovi koji sadrze vise izvode faze <¢ine faktor rasipanja koncentracije za
distribuciju CTDy-,. Kako bi smanjili uticaj visih izvoda, potrebno je izvrSiti adekvatan
odabir tacaka, odnosno vrijednosti a4, a,, b, b,. Na primjer, tre¢i izvod faze ¢e biti nula
ako promjenjive zadovoljavaju jednacinu:

(ay +jb)™% + (az +jb2) ™2 = 0. (17
Vrijednosti (a4, a,, by, b,) = (1,0,0,1) (Slika la) zadovoljavaju gornju jednalinu, te je
moguce eliminisati izvode faze reda 4n —1, n = (1,2,..). U Tabeli I su dati izrazi za
faktore rasipanja koncentracije prilikom estimacije prvog izvoda za razliite tacke i razliciti
red distribucija.

3.3 L-FORME DISTRIBUCIJA VISEG REDA

U slucaju izrazito nelinearne i brzo promjenljive faze signala, poboljSanje koncentracije
moZe se posti¢i kori§¢enjem analogije sa viSestrukom integracijom po kruZnicama sa L puta
manjim polupre¢nikom [5] (Slika 2). Na ovaj nain, mogu se definisati odgovarajuée L-
forme distribucija. OpSti oblik L-forme distribucije N-tog reda za procjenu trenutne
frekvencije definiSe se kao:

N

o 2
CTD{(t, ) = j 1_[ xtsign(®@iibo) (¢ 4
- N
==
i#0

)e—jmr

T
NLsign(i)(a; + jb;) ©(18)

L-forme distribucija smanjuju faktor rasipanja skalirajui vise izvode faze i ne povecavajuci
red distribucije. U slucaju N=2, relacija (18) predstavlja L-Wigner-ovu distribuciju. Faza
odgovaraju¢eg momenta signala za L-Wigner-ovu distribuciju je:

TS

s 19

T3

gz TP O

Pt T) =@ )T+ 9@ (0)
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Slika 2. Tlustracija viSestrukih integracija po kruZnicama skaliranog polupre¢nika

TABELA I
dis tll‘}le)(lilcije Tacke Faktor rasipanja
N=2 e’? i njoj simetriéna /™ 0L, D) = @) ZTZ_; + 9O 2;_; +<P(7)(t);s_77! + o
N=2 e/™/2 i njoj simetri¢na e/3™/2 | Q(t,7) = —(p(3)(t);2—33! + (p(s)(t)zz—; — 0D ;5_77. +
N=2 e/™/* i njoj simetri¢na Q(t, 1) = —(p(S)(t)zz_; +0O() 22_; T
N=2 L-forme Q(t' T) = 221(,/;(331)((:-)!3'31))2 242’;(55!)(213511)4 25;(771)((::;)6
N=4 el0, em/2 oim @i3m/2 ot 1) = (p(S)(t);_;_,_ (p(9)(t)4fs_;+

Eksperimentalni rezultati
Posmatrajmo signal u obliku:

. 1 2
x = e](4 cos 211t)+§ cos(3nt)+§cos(67rt))l

Signal je definisan u vremenskom intervalu t € [—1,1], sa korakom At = 1/64. Na Slici 3,
prikazan je prvi izvod faze dobijen primjenom distribucija drugog i Cetvrtog reda.
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frekvencija
frekvencija

2‘0 4‘0 6‘0 B‘O IbO 1‘20 2‘0 4‘0 6‘0 B‘O IbO 1‘20
vrijeme vrijeme

a) b)
Slika 3. Prvi izvod faze dobijen koriS¢enjem distribucije a) drugog; b) Cetvrtog reda

Distribucija drugog reda je racunata za tacke koje odgovaraju uglovima m/2 i 3m/2
(Slika 1a, tacke na imaginarnoj osi), dok su za distribuciju Cetvrtog reda osim ove dvije
tacke, uzete i tacke koje odgovaraju uglovima 0 i /2 (Slika 1a). Kori$¢enjem distribucije
cetvrtog reda postignuto je neznatno poboljSanje rezolucije, tj. neznatno je smanjen uticaj
visih izvoda faze. Kako se povecanjem broja tacaka povecava kompleksnost realizacije
pomenutih distribucija, kad god je moguce koriste se distribucije manjeg reda. Pokazuje se
da, prilikom procjene prvog izvoda faze, distribucija drugog reda daje zadovoljavajuce
rezultate pa u tom slucaju nije potrebno uvoditi distribucije viSeg reda.

Poboljsanje rezolucije moguce je postic¢i koris¢enjem L-formi distribucija, koje redukuju
uticaj visih izvoda faze, a da pri tom ne povecavaju znac¢ajno kompleksnost realizacije. Na
Slici 4 prikazani su rezultati dobijeni primjenom L-forme distribucije na posmatrani signal.
Sa Slike 4 se vidi da je uticaj viSih izvoda redukovan u odnosu na rezultate sa Slike 3.
Najbolji rezultat je postignut upotrebom L-forme distribucije cetvrtog reda (Slika 4b).

frekvencija
frekvencija

2‘0 4‘0 E‘D B‘D I‘DO 1‘20 2‘0 4‘0 R‘n R‘n I‘DO 1‘20
vrijeme vrijeme

a) b)

Slika 4. L-forma distribucija za estimaciju prvog izvoda faze a) drugog; b) cetvrtog reda.
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4. ESTIMACIJA DRUGOG IZVODA FAZE

Drugi izvod faze signala predstavlja brzinu promjene trenutne frekvencije. Ukoliko je
vrijednost parametra K=2 u relaciji (3), dobija se izraz za drugi izvod faze signala u
obliku:[7]

2
(2) = joY p—2j6
) = = go(t + te )e deé. (20)
Diskretizacijom prethodne relacije uz koris¢enje N tacaka dobija se sljedeci izraz:
(2) T j2mk
§0 ( ) Z ot +— e]an/N) ez(——) o

U cilju procjene drugog izvoda faze signala, definiSimo moment signala kao:

an 21T jzmk
M(e7) = ﬂ /T” ' @)

Odgovaraju¢a distribucija za procjenu drugog izvoda faze dobija se kao Fourier-ova
transformacija momenta signala M (t, \/f)

CTD!(t, ) = f M(t,7) e @ dr = f M(t,7) e~ie™ dx.
0 0 23)

Najjednostavniji slucaj dobija se koriS¢enjem dvije tacke simetri€ne u odnosu na centar
kruZnice:

1

© . T .
CTDN_,(t, w) = f 1_[ x(@+jb)? <t + —)e‘”‘”sz
0

sign(i)(a + jb) (24)

i=-1
i#0

Za eliminaciju neparnih izvoda faze, x nije potrebno stepenovati znakom promjenjive i.
Opsti oblik faze momenta signala dobija se primjenom razvoja funkcije u Taylor-ov red na
sljede¢i nacin:
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4 76

®)
+ 2% (t) @ n " (25)

T
41(a+jb)?

ou(t,) = 2(a + jbY2p() + 9@ (©)r + 20 (1)

Generalna forma distribucije N-tog reda (za N tacaka diskretizacije) moZe se definisati kao:

2
. b , <12 T »
CTDy (t, w) =j0 | |x(“l“bl)2(t+51gn(1) N b +jbl-))e joe? gr.
. N
i=—>
2

i#0

(26)

Posmatrajmo kako se mijenja faktor rasipanja koncentracije u zavisnosti od izbora
vrijednosti parametara a i b:

1. Ako se uzmu tacke sa jedini¢nog kruga €iji su realni i imaginarni djelovia = 1, b = 0,
dobija se O’Shea distribucija [8]:

o 1
CTDI_,(t,w) = f l_[ x(t + sign(i)t) e~ JwT? gr.
[
‘o

27)

dok je faza odgovaraju¢eg momenta signala:

tt 78 78 (28)
on(t,7) = 20(0) + 9P (O + 20W(6) 7+ 20 () 1 +20 (O gy + -+

Primijetimo da na tacnost estimacije drugog izvoda uti¢u ¢lanovi koji sadrZe Cetvrti i viSe
izvode faze.

2. Interesantno je posmatrati slucaj diskretizacije koriS¢enjem tacaka =+ g a+).
Odgovarajuca distribucija se definiSe na sljede¢i nacin:

o

CTD}_,(t, ) =f X/ (t+

;)xj(t - ;)e—jwfz dr
0 vz .

Za+p  Za+) 29)

Faza momenta signala u okviru prethodne distribucije je:

T4 76 78
on(tD) = 2j0 (1) + 9@ (O7* = 2j0 W () m = 20O F+ 20V O 5 (30)
10

T
10y o ...
+ 201%(t) 101 +
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U cilju eliminisanja ¢lanova koji sadrze kompleksnu primjenljivu j, Sto ¢e znacajno
redukovati rasipanje koncentracije oko drugog izvoda faze, umjesto momenta signala
M(t,T) = ef®MED | koristimo modifikovani izraz M®(t,T) = eangle(M(tD) Ny ovaj nacin
smo eliminisali uticaj ¢etvrtog, osmog izvoda, itd.

3. Kao i u slucaju procjene prvog izvoda faze signala, preciznost estimacije se mozZe
znacajno poboljSati povecanjem reda distribucije. Tako se za N=4 definiSe distribucija:

2

CTDi., = joo 1_[ x(ai"‘jbi)z(t + t )e—fwfzd-[’
o A4 V2sign(i)(a; + jb;) 31
i#0

sa fazom momenta signala:

[;
(ay+jb1)?

]+ (32)

ou(t, r) = 20(0)[(as +jby)* + (az +jb)4 + 0@ ()12 + 2@ (1)
1
(611‘*'1171)4 (az+jbz)*

4V2%

- - ®)(¢

@ +]b 5l +20( )N—[
S obzirom da estimiramo drugi izvod faze, od interesa nam je samo drugi ¢lan u razvoju.
Dakle, da bi eliminisali uticaj visih izvoda, traZe se tacke za koje ¢e vaziti uslovi:

(ay +jb)? + (ay + jb)* =0
(a; +jb)™? + (ap + jby)"2 =0,
(a; +jb)™* + (ay + jby)™* =0,

(a; +jb) "¢+ (az +jby) ¢ =0

Mozemo zakljuciti da ne postoji par tacaka koje su rjeSenje prethodnog sistema jednacina.
Najveéi uticaj na slabljenje koncentracije imaju izvodi faze koji su susjedni onom koji
Zelimo da estimiramo, te je korisno da te Clanove eliminiSemo iz faktora rasipanja
koncentracije. Stoga se problem svodi na rjeSavanje upros¢enog sistema jednacina:

(a; +jb)? + (a; + jby)* = 0,
(a; +jb) 72 + (ap + jb) 2 = 0.

Kao rjeSenje dobijaju se tacke (aq,a,, by, b,) = (1,0,0,1) koje uklanjaju izvode reda
4n, n =0,1,2 ..., te je faza momenta:

10

(10)( ) (33)

1) =@ O12 + (1)
Pu ¢ ¢ 6! \/2_ 10! \/21
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Isti efekat se moZe dobiti ako se umjesto distribucije Cetvrtog reda, koristi distribucija
drugog reda, koja je znacajno jednostavnija za realizaciju. Prilikom realizacije distribucije
uzeta je tacka na jedini¢nom krugu kojoj odgovara ugao 71 /4, kao i njoj simetri¢na tacka
(Slika 1c). Drugim rije¢ima, koordinate tacke su: a =0, b = i U ovom slucaju

Vi
distribucija je definisana izrazom:
CTDY_,(t,w) = j xTI(t+ Jinx It - ﬁr)e—jmzdt 34)
0

Faza momenta je oblika:

4 6 8
ou(t, 1) = =2jp(0) + 9@ (O* + 2joW () 1, — 20O 5 = 2jeP (@) 5 + -+, 39)
pa ¢e, uz odredenu modifikaciju, sadrZati iste izvode faze kao u slucaju distribucije cetvrtog
reda. Naime, kako bi se eliminisali izvodi reda 4n koji sadrze kompleksnu promjenljivu j,
opet koristimo modifikaciju M%(t, ) = e/®9leMED) tako da je odgovarajuéa distribucija
definisana kao:

CTDRL, (t, w) = [,” MA(t, T)e o dr. (36)

U nastavku je data L-forma distribucija za procjenu drugog izvoda faze:

CTDLE(t,w) = | P(O)CTDY (t,w + 0)CTDY (t, w — 6)d0,
N 5 5 (37)
—o 2 2

gdje se za L=1 dobija se osnovni oblik distribucije.

TABELA II
Red . T
distribucije Tacke Faktor rasipanja

. ] - - -

N=2 e’ i njoj simetriéna /™ Q1) = 2<p(4)(t)% + 2<p(6)(t)% + 2<p(8)(t)% T
. . .[6 TlO
N=2 e/™/* i njoj simetri¢na e/5™/* Qt, 1) = —2¢® (t)a + 2009 TR
N=4 el0 @in/2 oin oj3m/2 0(t,7) = (6)(t) 476 n (10)(t) 410 b
- ' T D=9 avz P 10210

Eksperimentalni rezultati

Za estimaciju drugog izvoda faze uzet je isti oblik signala kao i prilikom procjene prvog
izvoda faze, tj.
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x = ej(4 cos 2nt)+%cos(3nt)+§cos(6nt)).

Na Slici 5 prikazani su rezultati dobijeni koriS¢enjem distribucija drugog i Cetvrtog reda,
kao i njihovih L-formi. Sa Slike 5b se vidi da se upotrebom L-forme distribucije drugog
reda postiZu dobri rezultati i da ona znacajno poboljSava koncentraciju u odnosu na
standardnu distribuciju drugog reda sa Slike 5a. Takode primijetimo da L-forma distribucije
drugog reda daje pribliZzno isti rezultat kao distribucija Cetvrtog reda. Koncentracija je
djelimi¢no poboljSana kori§¢enjem L-forme distribucije ¢etvrtog reda.

frekvencija
frekvencija

2‘0 4‘0 E‘U ﬂ‘ﬂ 1 (‘)U 1 ‘20 2‘0 4‘0 S‘U E‘U 1 l‘?U 1 ‘20
vrijeme vrijeme

a) b)

frekvencija
frekvencija

o 4 m w0 o 40 m w0
vrijeme vrijeme
) d)

Slika 5. Drugi izvod faze dobijem koriS¢enjem; a) distribucije drugog reda; b) L-forme
distribucije drugog reda; c) distribucije Cetvrtog reda; d) L-forme distribucije ¢etvrtog reda;

5. ESTIMACIJA TRECEG IZVODA FAZE

Koris¢enjem distribucije drugog reda i ve¢ pomenute modifikacije momenta signala,
moZemo estimirati i tre¢i izvod faze [9]. Forma distribucije drugog reda za procjenu trec¢eg
izvoda faze signala moZe se definisati u obliku:
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1

o i/’s—)T
CTDUL,(t, w) = j 1_[ P OICI DL N S — ey [ Y
=2 wh d CH Signa+p) (38)

i#0

Faza momenta za proizvoljne tacke (a+jb) i (-a-jb) sa jedini¢nog kruga data je izrazom:

QOM(t,T)
3
V3575
20 (1)} V2 1+ 0@ ()73 + 206 (F) o
2¢'(®)V31(a + jb)* + @) T3 + 20O (t) 51 (a+ b2 (39)
3 3 3
V3777 V3979 V31igll
D) —— @) ———— Ay —— 4.
20 O T2 Oararpe T2 Ot pye T

Sli¢no kao kod estimacije prvog i drugog izvoda faze, cilj je eliminisati Sto viSe susjednih
izvoda. Da bismo eliminisali ¢lanove koji sadrze prvi i peti izvod faze iz (39), treba izabrati
tacke za koje vazi:

(a+ jb) = jA,

(a+jb)™2 =jB.

gdje su A i B konstante. Pokazuje se da tacka a + jb = \/7 (i njoj simetricna tacka na
jedinicnom krugu), zadovoljava obje jednacine. UvrStavanjem tacke a + jb =ﬁ u
jednacinu (38), izraz za fazu momenta postaje:

3
V3505
ou(t,1) = j2¢' (OV3r + 9@ (O ~j200 ) —
; (40)
3 3 3
3777 3979 V3111
= 207(0) ——+20 () —5— + 204V (O — g+

Vidimo da se uz prvi izvod javlja kompleksna promjenljiva j, kao i uz peti, deveti, tj. uz
izvode reda 4n + 1, n = 0,1,2, ... Ove izvode faze moguce je eliminisati modifikacijom
momenta M%(t,7) = efangleMtD)

Pove¢anjem reda distribucije se postize poboljSanje koncentracije. OpSti oblik
distribucije Cetvrtog reda za estimaciju tre¢eg izvoda faze je:

oo 2 ?;/ET
L . 2 3
CTD”L (t, w) =j xstgn(t)(ai+1bi)3 (t +—) e JoTdr, 41)
e OOH sign(i)(a; + jb;)

i#0

gdje je a_, = a,, b_, =b,, a_; = a4, b_; = b;. Moment faze signala je u opStem oblik
dat izrazom:
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ou(t, 1) =

2¢' (t)f [(ay + jb1)? + (ap + jby)?] + (P(3)(t)1' +2(P(5)(t) FT [ ;

5! (ay+jbq)?

(42)

(az+jb3)? (ay+jb1)* + (az+jby)* ! (ay+jby)®
1

(az+jby)®

—]+2¢(7’(t)r[ - ]+2<p(9)(t)ﬁg[ -

Pogodan izbor tacaka na kruZznici, koji omogucuje eliminisanje uticaja prvog i petog izvoda
prilikom estimacije treceg izvoda faze, dobija se rjeSavanjem sistema jednacina:

(a; +jby)* + (a; + jby)* = 0,
(a; +jby) ™2 + (ap + jb)™* = 0.

Rjesenje sistema su tacke (a; +jb;) =11 (a, +jb,) =j, i njima simetrian par tacaka
(Slika 6), za koje distribucijai faza momenta dobijaju oblik:

CTDIL,(t, w) =

jw e Boarte < BPoxic—i Pove+i Poe-iotge &
_mx( ZT)JC ( 2‘L')x (t—j Zr)x( j 21;)@ T,

@y

11!

ou(t,7) = 9P (O + 497 (1) + 49 (1)

Slika 6. Tacke na jedini¢nom krugu za slucaj distribucije Cetvrtog reda

Poboljsanje koncentracije prilikom procjene tre¢eg izvoda faze postiZe se uvodenjem L-
formi distribucija, ¢ija je opSta forma definisana izrazom (37).
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U Tabeli III dati su faktori rasipanja za distribucije drugog i Cetvrtog reda prilikom
estimacije treceg izvoda faze.

TABELA III
Red . o
distribucije Tacke Faktor rasipanja
j inioi si 18 j 3 7 3 11
N=2 | e injojsimetitna 7/t | (61) = 200027 + 2000 ()
3.3 3[3
= j0 oJT/2 i nii H & Gt SGraet
N=4 e’%,e/™/? i njima simetri¢ne Qt,T) = 4D (1) 27' + 4D () zw n

Eksperimentalni rezultati

Posmatra se tre¢i izvod faze signala:

x = ej(4 cos 2nt)+§cos(3nt)+§cos(6nt))l

Pokazano je da se treci izvod faze mozZe estimirati koriS¢enjem distribucije drugog reda
uz aproksimaciju momenta faze u obliku M%(t,t) = e/engleM (t7) (Slika 7a). Na Slici 7b
prikazana je L-forma distribucije drugog reda za estimaciju treceg izvoda. Sa slike se moZe
vidjeti da L-forma znac¢ajno smanjuje uticaj ostalih izvoda faze.

Znacajno poboljSanje koncentracije postiZe se povecanjem reda distribucije. Na slici 7c i
7d prikazani su rezultati dobijeni koriS¢enjem distribucije 4-tog reda i njene L-forme,
respektivno.
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B0

a0
100

VI‘{’]‘@ Me 120

c) d

Slika 7. Estimacija tre¢eg izvoda faze; a) distribucija drugog reda; b) L-forma distribucije
drugog reda; c) distribucija Cetvrtog reda; d) L-forma distribucije ¢etvrtog reda.

6. ZAKLJUCAK

U radu je dat opis visoko-koncentrisanih distribucija za analizu signala sa brzo
promjenljivom trenutnom frekvencijom, ¢iji je cilj estimacija izvoda faze razli¢itog reda.
Posmatrane distribucije su zasnovane na koriS¢enju kompleksnog argumenta vremena.
Polaze¢i od osnova kompleksne analize, poboljSanje koncentracije se postiZze povecanjem
broja tacaka prilikom diskretizacije, §to po analogiji odgovara povecanju reda distribucije.
Drugi nacin poboljSanja koncentracije je povecanje broja integracija po kruznici manjeg
poluprecnika, ne povecavajuéi broj tataka. Na taj nacin su definisane L-forme distribucija.
Kao rezultat ove analize definisan je opsti oblik distribucija sa kompleksnim argumentom,
za proizvoljni red N. Ujedno, definisana je i opSta L-forma distribucija sa kompleksnim
argumentom (za razlicite izvode faze). Svakako, povecavanjem reda distribucije povecava
se kompleksnost njene realizacije. Zbog toga je cilj da se za procjenu izvoda faze, koriste
distribucije $to je moguce niZeg reda. U radu je pokazano da se procjena prva tri izvoda
faze moZe vr§iti koriS¢enjem distribucija drugog reda uz adekvatan izbor kompleksnih
tacaka na jedini¢nom krugu i modifikacije momenta signala. Dalje poboljSanje rezultata
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moZe se ostvariti koriS¢enjem L-formi ovih distribucija, a u nekim slu¢ajevima ipak je
potrebno koristiti distribucije viSeg reda.
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